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УДК. 539.3 
 
CALCULATION OF THICK PLATES OF VARIABLE THICKNESS IN THREE-
DIMENSIONAL FORMULATION 
 
Usarov D.M.  
Institute of Mechanics and Seismic resistance of structures, Academy of Sciences. Uzbekistan. 
Yuvmitov A.S. 
Institute of Mechanics and Seismic resistance of structures, Academy of Sciences. Uzbekistan. 
 
Three-dimensional problem of bending and oscillations of orthotropic plates of variable thickness is considered 
in the paper. The problem is solved on the basis of the method of displacements expansion into an infinite series, 
which allows it to be reduced to solving a system of two-dimensional infinite recurrent equations. 
Keywords: thick plates, three dimension, recurrent equation, expansion, vibrations. 
 
РАСЧЕТ ТОЛСТЫХ ПЛАСТИН ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ В ТРЕХМЕРНОЙ 
ПОСТАНОВКЕ 
 
Усаров Д.М, Ювмитов А.С. 
(Институт механики и сейсмостойкости сооружений АН РУз) 
 
В статье рассматривается трехмерная задача изгиба и колебаний ортотропных пластин переменной 
толщины. Задача решается на основе метода разложения перемещений в бесконечный ряд, что позволяет 
свести ее к решению системы двумерных бесконечных рекуррентных уравнений. 
 
Задачи изгиба и колебаний пластин 
переменной толщины изучены в работах 
многих исследователей. В основном, 
научные работы по расчету пластин 
переменной толщины выполнены в рамках 
классической теории пластин и разработаны 
с учетом ряда упрощающих гипотез. Следует 
отметить, что в тех местах пластин 
переменной толщины, где толщина больше, 
применять упрощающие гипотезы 
нецелесообразно. Исследования показали, 
что при расчете толстых пластин необходимо 
учитывать не только моменты и силы, но и 
бимоменты. Учет бимоментов в сечениях 
пластины основан на применении метода 
разложения перемещений в бесконечный ряд 
по одной из пространственных координат, 
направленных вдоль нормали. 
В литературе имеется ряд работ, 
посвященных расчету пластин переменной 
толщины. В монографии [1] 
рассматриваются статические задачи изгиба 
пластин переменной толщины различного 
очертания для различных видов нагружения. 
Диссертационная работа автора [2] 
посвящена динамическим и статическим 
задачам изгиба пластин постоянной и 
переменной толщины. В работах [3, 4] 
рассматриваются задачи исследования 
колебаний вязкоупругих пластин переменной 
толщины. Поставленные задачи на основе 
применения метода Бубнова-Галеркина 
сводятся к решению обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Уравнения 
колебания пластины переменной толщины 
выведены в рамках гипотезы Кирхгоффа. 
Разработана методика численного решения 
поставленной задачи. Получены численные 
результаты и сопоставлены с результатами 
других авторов. В работах [5 - 9] приведены 
рассмотрены задачи изгиба и колебаний 
толстых пластин переменной толщины в 
трехмерной постановке. На основе 
применения метода разложения, 
поставленные трехмерные задачи сводятся к 
двумерной. 
В статье рассматривается трехмерная 
задача изгиба и колебания толстой пластины 
на упругом основании под действием 
внешних сил. 
В качестве объекта исследования выберем 
толстую ортотропную упругую пластину 
переменной толщины с размерами в плане a  
и b , которая расположена между двумя 
симметричными лицевыми поверхностями 
),(),,( 2121 xxhzxxhz  . Пусть 
0),( 21 xxh , тогда толщина пластины равна 
),(2 21 xxhH  . 
В отличие от классической теории 
пластин, компоненты вектора перемещения 
определяются в виде функций трех 
пространственных координат и времени 
2
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),,,(),,,,(),,,,( 213212211 tzxxutzxxutzxxu . 
Компоненты тензора деформации 
определяются соотношениями Коши. 
Пластина рассматривается как трехмерное 
ортотропное тело [8, 9], материал которой 
подчиняется обобщенному закону Гука: 
,33132212111111  EEE  
,33232222112122  EEE  (1) 
232323131313121212 2,2,2  GGG
, 
где 331211 ,...,, EEE  – упругие константы, 
определяемые через коэффициенты Пуассона 
и модули упругости, которые приведены в [8, 
9]; 231312 ,, GGG - модули сдвига материала 
пластины. 
В качестве уравнений движения пластины 
воспользуемся трехмерными уравнениями 
движения теории упругости: 
)3,1(,3
2
2
1
1 








iu
zxx
i
iii  . (2) 
Здесь   – плотность материала пластины. 
Перемещения и напряжения на лицевых 
поверхностях пластины ),(
21
xxhz   и 
),( 21 xxhz  обозначим, соответственно, 
)3,1,(,
)()(   jiu iji  и )3,1,(,
)()(   jiu iji , а 
нормальные векторы, – соответственно, 
 )()()()( ,,   nmln  и  )()()()( ,,   nmln , 
где )()()( ,,  nml  и )()()( ,,  nml - 
направляющие косинусы. 
Граничные условия на лицевой 
поверхности пластины ),( 21 xxhz   имеют 
вид: 
,
,
,
)(
3
)()(
33
)()(
23
)()(
13
)(
2
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32
)()(
22
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12
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)()(
31
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qnml
qnml
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 (3,а)
 
А граничные условия на лицевой 
поверхности пластины ),( 21 xxhz   имеют 
следующий вид: 
,
,
,
)(
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Здесь )(3
)(
2
)(
1 ,,
 qqq  и )(3
)(
2
)(
1 ,,
 qqq  – 
внешние распределенные нагрузки, 
приложенные к соответствующим лицевым 
поверхностям пластины. 
Решение поставленной задачи теории 
упругости для толстых пластин переменной 
толщины (1), (2) и (3) построим методом 
разложения компонент вектора перемещений 
в ряд Маклорена в виде: 
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3
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 (4, а) 
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3
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2103
.  (4, б)
 
Здесь 
m
k
m AB ,
)(
 - неизвестные функции 
двух пространственных координат и 
времени: 
 
0
3
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На основе разложения (4), компоненты 
тензора деформации и напряжения также 
разлагаются в ряд Маклорена в виде: 
)3,1,(...
)(
3
)3(
2
)2()1()0(
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
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 (6) 
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.  (7) 
Здесь коэффициенты разложения 
определяются в виде: 
 ,...3,2,1
,
!
1
),,(
,
!
1
),,(
0
21
)()(
0
21
)()(
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ij
m
m
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m
ij
z
m
ij
m
m
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m
ij
. 
На основе соотношения Коши и 
разложения (4) получим выражения 
разложения деформации (6) толстых пластин 
переменной толщины. Компоненты 
деформации удлинения имеют вид: 
1
)1(
1
)1(
)(
11
x
h
h
m
B
x
B
m
mm





 ,  
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2
)2(
2
)2(
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m
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
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 ,  
h
Am mm 1)(
33
)1(  .    (8, а) 
Компоненты угловых деформаций 
записываются в виде: 
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На основе закона Гука (1) и разложения 
(5) и (7) получим выражения для 
определения коэффициентов разложения 
напряжения (7). Коэффициенты разложения 
нормальных напряжений определяются в 
виде: 
)(
3313
)(
2212
)(
1111
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11
mmmm
EEE  , 
)(
3323
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1121
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EEE  , (10, а) 
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3333
)(
2232
)(
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)(
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mmmm
EEE  . 
Коэффициенты разложения касательных 
напряжений определяются выражениями: 
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где ,....3,2,1,0m  
На основе разложения (4) покажем, что 
предлагаемая задача теории упругости для 
пластин переменной толщины описывается 
двумя несвязанными задачами, каждая из 
которых формулируется на основе системы 
бесконечных рекуррентных двумерных 
уравнений с соответствующими краевыми 
условиями. Первая система рекуррентных 
уравнений имеет вид: 
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Здесь ,....3,2,1,0m  
Вторая система рекуррентных уравнений 
имеет вид: 
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Здесь ,....3,2,1,0m  
На основе разложения (7) выражения 
напряжения на поверхностях пластины 
),( 21 xxhz   переписываются в виде: 
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На основе разложения (7) выражения 
напряжения на поверхностях пластины 
),( 21 xxhz   (3,б) переписываются в виде: 
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Уравнения движения пластины (11) и (12), 
вместе с силовыми граничными условиями 
(3,а) и (3,б), с учетом (13) и (14), составляют 
совместную систему рекуррентных 
уравнений движения относительно 
неизвестных коэффициентов рядов (4):  
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Граничные условия на краях пластины 
ax ,01   и bx ,02   зависят от вида 
закрепления её краев. 
Пусть края пластины жестко закреплены. 
Граничные условия на краях пластины 
ax ,01   и bx ,02   имеют вид: 
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Таким образом, поставленная трехмерная 
задача изгиба и колебаний толстых пластин 
переменной толщины свелась к решению 
системы бесконечных рекуррентных 
двумерных дифференциальных уравнений в 
частных производных. Надо отметить, что 
для пластин постоянной толщины, из 
построенных систем уравнений получаются 
уравнения движения бимоментной теории 
пластин, разработанной в работах [8, 9], где 
показано, что достаточно учитывать по 
восемь членов рядов (4). Разработанная 
методика расчета является 
основополагающей при построении 
бимоментной теории пластин переменной 
толщины. 
В качестве примера приведено численное 
решение задачи об изгибе толстой пластины 
под воздействием только поперечной 
постоянно распределенной нагрузки в виде
,0
)(
3 qq 
  где 0q – параметр внешней 
нагрузки. 
Расчет осуществлен с помощью 
разработанной программы методом 
конечных разностей для квадратных пластин 
переменной толщины с размерами 
03Hba  , где 0H – максимальная толщина 
пластины. Считается, что толщина пластины 
меняется по линейному закону только вдоль 
размера пластины a . 
По одному краю толщина пластины 
изменяется от 0H  до 0. Материал и внешняя 
равномерно распределенная нагрузка по 
площади, полученные для всех вариантов, 
одинаковы. Целью данного теоретического 
исследования является изучение влияния 
изменения толщины на напряженно-
деформированное состояние плоской толстой 
пластины. 
Расчетные схемы и результаты расчетов 
приведены на рис. 1-2. 
 
 
 
 
 
Рис. 2. Поперечный разрез толстой 
прямоугольной пластины и соответствующие 
характерные точки : а – при толщине одного края 
равной мHH 10  ; б – при толщине одного 
края равной 0H . 
 
При расчете толстой пластины в 
расчетной схеме толщина одного края 
получена от 0 до Н0, по шагу 0,2Н0 на шести 
вариантах в стороне от характерных точек 7, 
8 и 9. 
Результаты расчета по определению 
перемещений, нормальных и касательных 
напряжений толстой пластины с изменением 
толщины по одному краю приведены на рис. 
3-5. 
 
  
Рис.1. Вид верхней 
стороны толстой 
пластины с 
характерными 
точками 
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Рис. 3. Перемещения характерных точек пластины 
при различной толщине по одному краю : а - 
перемещение по оси Х; б - перемещение по оси Y; в – 
перемещение по оси Z. 
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Рис. 4. Нормальные напряжения характерных точек 
пластины при различной толщине по одному краю : 
а - нормальное напряжение по оси X; б - нормальное 
напряжение по оси Y; в - нормальное напряжение по 
оси Z. 
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Рис. 5. Касательные напряжения характерных 
точек пластины при различной толщине по 
одному краю : а - касательное напряжение 
плоскости XY; б - касательное напряжение по 
плоскости XZ; в - касательное напряжение 
плоскости YZ. 
 
На основе полученных результатов 
расчета толстой пластины с переменной 
толщиной по одному краю можно сделать 
следующие выводы: 
1. Наибольшее значение перемещения 
девятой характерной точки пластины по 
направлению X при уменьшении толщины 
края пластины до H=0 относительно при 
толщине H=1 значение увеличилось в 6 раз; 
по направлению Y - в 26 раз, а также по 
направлению Z в пятой характерной точке 
пластины значение перемещения 
увеличилось в 5 раз; 
2. Нормальное напряжение в пятой 
характерной точке пластины по направлению 
X при уменьшении толщины до H=0 
относительно при толщине H=1 значение 
увеличилось в 5 раз, а по направлению Y в 
четвертой и шестой характерных точках в 3 
раза, а также по направлению Z в пятой 
характерной точке пластины значение 
нормального напряжения увеличилось в 5 
раз; 
3. Касательное напряжение по плоскости 
XY в шестой характерной точке при 
уменьшении толщины пластины до H=0 
относительно при толщине H=1 значение 
увеличилось в 6 раз; по плоскости XZ в 
восьмой характерной точке в 5 раз, а также 
по плоскости YZ в седьмой характерной 
точке пластины значение касательного 
напряжения увеличилось в 100 раз; 
4. Анализ полученных результатов 
расчета плоской пластины переменной 
толщины показывает, что уменьшение 
толщины плоской пластины существенно 
влияет на напряженно-деформированное 
состояние пластины. 
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